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Preammortamento
Puo` accadere che, dopo l’erogazione del prestito di importo A, prima
di iniziare l’ammortamento del debito, si rimborsi per un certo periodo
la sola quota interessi calcolata sul debito. L’ammortamento vero e
proprio inizia alla fine del periodo di preammortamento. In pratica
se ci sono p rate di preammortamento le rate a rimborso sono:
α1 = α2 = · · · = αp = i A
αp+1 = αp+2 = · · · = αp+n = Aαn|i
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Scadenza media aritmetica in ammortamento uniforme
Cs = α = Aαn|i
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Scadenza media aritmetica in ammortamento uniforme
Cs = α = Aαn|i
t =
n∑
s=1
sCs
n∑
s=1
Cs
=
n+ 1
2
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Scadenza media finanziaria in ammortamento uniforme Cs = α =
Aαn|i nel caso di valutazione allo stesso tasso i cui e` erogato il prestito
t∗ =
ln
(
n∑
s=1
Cs
)
− ln
(
n∑
s=1
Cs (1 + i)
−s
)
ln (1 + i)
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Aαn|i nel caso di valutazione allo stesso tasso i cui e` erogato il prestito
t∗ =
ln
(
n∑
s=1
Cs
)
− ln
(
n∑
s=1
Cs (1 + i)
−s
)
ln (1 + i)
t∗ =
ln (nα)− ln
(
α
n∑
s=1
(1 + i)−s
)
ln (1 + i)
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t∗ =
ln (nα)− ln (αan|i)
ln (1 + i)
5/23 Pi?
22333ML232
t∗ =
ln (nα)− ln (αan|i)
ln (1 + i)
t∗ =
ln (nα)− ln (A)
ln (1 + i)
5/23 Pi?
22333ML232
t∗ =
ln (nα)− ln (αan|i)
ln (1 + i)
t∗ =
ln (nα)− ln (A)
ln (1 + i)
t∗ =
ln
(
nαn|i
)
ln (1 + i)
5/23 Pi?
22333ML232
t∗ =
ln (nα)− ln (αan|i)
ln (1 + i)
t∗ =
ln (nα)− ln (A)
ln (1 + i)
t∗ =
ln
(
nαn|i
)
ln (1 + i)
Si dimostra che
lim
i→0+
ln
(
nαn|i
)
ln (1 + i)
=
n+ 1
2
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Se la scadenza media finanziaria e` valutata ad un tasso j diverso dal
tasso di prestito i si ritrova la medesima formula
t∗ =
ln (nα)− ln (αan|j)
ln (1 + j)
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Ammortamento a due tassi Supponiamo che al tempo 0 sia pre-
stata la somma A, che va restituita al tempo n. L’ammortamento a
due tassi (americano) si basa su due ipotesi:
• per ciascuna delle scadenze da 1 fino a n− 1 il debitore restituisce
la sola quota interessi iA, mentre alla scadenza del prestito n il
debitore restituisce oltre agli interessi la somma prestata (1 + i)A
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Ammortamento a due tassi Supponiamo che al tempo 0 sia pre-
stata la somma A, che va restituita al tempo n. L’ammortamento a
due tassi (americano) si basa su due ipotesi:
• per ciascuna delle scadenze da 1 fino a n− 1 il debitore restituisce
la sola quota interessi iA, mentre alla scadenza del prestito n il
debitore restituisce oltre agli interessi la somma prestata (1 + i)A
• ai tempi 1, . . . , n il debitore versa presso terzi una rata atta a
costituire al tasso j la somma A al tempo n.
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In sostanza vengono pagate dal debitore n rate costanti di importo:
α =
(
i+ σn|j
)
A
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)
A
essendo σn|j il reciproco di sn|j . Se i = j si ritrova la rata costante
dell’ammortamento uniforme.
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i+ σn|j
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A
essendo σn|j il reciproco di sn|j . Se i = j si ritrova la rata costante
dell’ammortamento uniforme. Il debitore ha convenienza ad usare
questo metodo di rimborso solo nel caso in cui il tasso di costituzione
del capitale j sia maggiore del tasso a debito i.
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In sostanza vengono pagate dal debitore n rate costanti di importo:
α =
(
i+ σn|j
)
A
essendo σn|j il reciproco di sn|j . Se i = j si ritrova la rata costante
dell’ammortamento uniforme. Il debitore ha convenienza ad usare
questo metodo di rimborso solo nel caso in cui il tasso di costituzione
del capitale j sia maggiore del tasso a debito i. Per provare cio` si deve
dimostrare che se j > i allora:
i+ σn|j < αn|i
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Ammortamento italiano Prestata una somma A al tempo zero,
questa viene rimborsata ai tempi 1, . . . , t = n in modo che, ad ogni
rimborso, la quota capitale rimborsata sia costante:
cm =
A
n
, m = 1, . . . , n
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Ammortamento italiano Prestata una somma A al tempo zero,
questa viene rimborsata ai tempi 1, . . . , t = n in modo che, ad ogni
rimborso, la quota capitale rimborsata sia costante:
cm =
A
n
, m = 1, . . . , n
La quota interessi e`, allora:
hm = i δm−1 = i A
n−m+ 1
n
Pertanto la rata all’epoca m e`:
αm =
A
n
[
1 + (n+ 1) i
]
− iA
n
m (1)
Le rate sono in progressione aritmetica di ragione −i (A/n) e primo
termine (A/n) [1 + (n+ 1) i] .
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L’ammortamento italiano e` un particolare ammortamento in progres-
sione aritmetica. Il debito estinto dopo m pagamenti e`:
εm =
m∑
k=1
αk = A
m
n
(2)
il debito residuo δm e` dato da:
δm = A− εm = A
(
1− m
n
)
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L’ammortamento italiano e` un particolare ammortamento in progres-
sione aritmetica. Il debito estinto dopo m pagamenti e`:
εm =
m∑
k=1
αk = A
m
n
(2)
il debito residuo δm e` dato da:
δm = A− εm = A
(
1− m
n
)
In questo tipo di rimborso tanto il debito estinto, quanto il debito
residuo non dipendono da tasso di interesse i.
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Ad esempio il rimborso di ¤10 000 in 5 anni al tasso del 5% porta alla
tavola di ammortamento:
m Rm cm hm δm εm
0 10 000, 00 0, 00
1 2 500, 00 2 000, 00 500, 00 8 000, 00 2 000, 00
2 2 400, 00 2 000, 00 400, 00 6 000, 00 4 000, 00
3 2 300, 00 2 000, 00 300, 00 4 000, 00 6 000, 00
4 2 200, 00 2 000, 00 200, 00 2 000, 00 8 000, 00
5 2 100, 00 2 000, 00 100, 00 0, 00 10·000, 00
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Nella pratica quotidiana il metodo italiano e` scarsamente usato per il
rimborso di importi consistenti. Infatti la struttura stessa del rimborso
porta a rate iniziali molto onerose e rate finali piu` piccole.
Ad esempio per rimborsare la somma di ¤75 000 in dieci anni con rate
mensili al tasso i12 = 0, 0040745 che, si noti, corrisponde al 5,00047%
annuo, otteniamo, ad esempio, che la prima rata e` di ¤930, 59, la
dodicesima di ¤902, 58, mentre la prima rata dell’ultimo anno e` di
¤655, 56 e l’ultima di ¤620, 55.
12/23 Pi?
22333ML232
Nella pratica quotidiana il metodo italiano e` scarsamente usato per il
rimborso di importi consistenti. Infatti la struttura stessa del rimborso
porta a rate iniziali molto onerose e rate finali piu` piccole.
Ad esempio per rimborsare la somma di ¤75 000 in dieci anni con rate
mensili al tasso i12 = 0, 0040745 che, si noti, corrisponde al 5,00047%
annuo, otteniamo, ad esempio, che la prima rata e` di ¤930, 59, la
dodicesima di ¤902, 58, mentre la prima rata dell’ultimo anno e` di
¤655, 56 e l’ultima di ¤620, 55.
E` naturale confrontare con l’ammortamento francese: in questo caso
la rata costante e` di ¤791, 44.
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Indice di onerosita`
Se αk, ck, hk, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N sono le rate di ammortamento, quote
capitale e quote interessi di un debito A, che si rimborsa in n rate al
tasso i, l’indice di onerosita` γ del prestito si definisce come:
γ =
n∑
k=1
hk
A
. (γ)
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Indice di onerosita`
Se αk, ck, hk, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N sono le rate di ammortamento, quote
capitale e quote interessi di un debito A, che si rimborsa in n rate al
tasso i, l’indice di onerosita` γ del prestito si definisce come:
γ =
n∑
k=1
hk
A
. (γ)
γ puo` essere espresso con quoziente fra la differenza della somma delle
rate e la somma prestata sulla somma prestata:
n∑
k=1
αk − A
A
=
n∑
k=1
ck +
n∑
k=1
hk − A
A
=
n∑
k=1
hk
A
= γ.
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Teorema
Se T e` la scadenza media finanziaria, calcolata allo stesso tasso del
prestito, delle rate di ammortamento αk allora:
γ + 1 = (1 + i)T . (µ)
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Teorema
Se T e` la scadenza media finanziaria, calcolata allo stesso tasso del
prestito, delle rate di ammortamento αk allora:
γ + 1 = (1 + i)T . (µ)
Dimostrazione La scadenza media finanziaria e` il tempo T tale per
cui il valore attuale delle rate e` uguale alla somma delle rate stesse:
n∑
k=1
αk(1 + i)
−k =
(
n∑
k=1
αk
)
(1 + i)−T . (γ′)
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Ma, essendo
n∑
k=1
αk(1 + i)
−k = A,
n∑
k=1
ck = A,
possiamo scrivere (γ′) come:
(1 + i)TA =
n∑
k=1
αk =
n∑
k=1
ck +
n∑
k=1
hk = A+
n∑
k=1
hk.
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Ma, essendo
n∑
k=1
αk(1 + i)
−k = A,
n∑
k=1
ck = A,
possiamo scrivere (γ′) come:
(1 + i)TA =
n∑
k=1
αk =
n∑
k=1
ck +
n∑
k=1
hk = A+
n∑
k=1
hk.
Per concludere ricaviamo
n∑
k=1
hk da (γ) e sostituiamo nella precedente
uguaglianza trovando:
(1 + i)TA = A+ γA
e da qui segue (µ).
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Corollario
In un ammortamento uniforme di n rate di importo α al tasso i si ha:
γ = nαn|i − 1.
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Corollario
In un ammortamento uniforme di n rate di importo α al tasso i si ha:
γ = nαn|i − 1.
Infatti nell’ammortamento uniforme, si ha:
n∑
k=1
hk = nα− A = nAαn|i − A
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Corollario
In un ammortamento italiano di n rate al tasso i si ha:
γ =
n+ 1
2
i.
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Corollario
In un ammortamento italiano di n rate al tasso i si ha:
γ =
n+ 1
2
i.
Se A e` la somma prestata, la k-esima quota interessi e`:
hk = i
A
n
(n+ 1− k) ,
quindi usando (γ) si trova:
γ =
i
n
n∑
k=1
(n+ 1− k) = i
n
[
n(n+ 1)− n(n+ 1)
2
]
,
da cui segue la tesi.
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Corollario
In un ammortamento italiano di n rate al tasso i la scadenza media
finanziaria e`
T =
ln(1 +
n+ 1
2
i)
ln(1 + i)
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maggiore onerosita` dell’ammortamento francese rispetto a quello ita-
liano: sussiste la disuguaglianza:
nαn|i − 1 >
n+ 1
2
i. (d)
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maggiore onerosita` dell’ammortamento francese rispetto a quello ita-
liano: sussiste la disuguaglianza:
nαn|i − 1 >
n+ 1
2
i. (d)
se si sviluppa in serie di Taylor, rispetto ad i il lato destro di (d) si
trova, arrestandosi al secondo ordine:
nαn|i − 1 = n+ 1
2
i+
n2 − 1
12
i2 + · · · (f)
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Rimborso in progressione aritmetica
Regime composto
Si rimborsa la somma A con n rate costituenti una progressione arit-
metica di primo termine α1 e ragione ρ.
Il rimborso del debito viene determinato uguagliando il valore attuale
della rendita annua immediata di n termini
αk = α1 + (k − 1) ρ, 1 ≤ k ≤ n
alla somma prestata
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ricordando la formula per il valore attuale imponiamo la condizione:(
α1 + nρ+
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
= A (3)
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una equazione in due incognite ha infinite soluzioni. Se si fissa α1,
ricavando ρ si trova:
ρ = i
A− α1 an|i
(1 + ni) an|i − n
(3a)
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ricordando la formula per il valore attuale imponiamo la condizione:(
α1 + nρ+
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
= A (3)
una equazione in due incognite ha infinite soluzioni. Se si fissa α1,
ricavando ρ si trova:
ρ = i
A− α1 an|i
(1 + ni) an|i − n
(3a)
se si fissa ρ il primo termine e`:
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
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α1 e ρ non possono essere fissati in modo completamente arbitrario.
Per prima cosa α1 non puo` superare la quantita` A (1 + i) altrimenti la
prima rata supererebbe il montante del debito, inoltre occorre tutte
le rate siano positive, quindi si dovra` imporre anche che la quantita`
α1 + (n− 1)ρ, che rappresenta l’ultima rata, sia positiva.
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Se si sceglie di prendere il primo termine α1 coincidente con la rata di
ammortamento francese, α = Aαn|i da (3a) si trova che deve essere
ρ = 0 in sostanza si ritrova l’ammortamento a rate costanti. Inoltre,
da (3a) si vede che:{
α1 < Aαn|i =⇒ ρ > 0,
α1 > Aαn|i =⇒ ρ < 0.
